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Resumen
Tales, Pitagoras y muy posteriormente Euclides son matematicos griegos a los que debemos el estudio
de la Geometria deductiva. Anteriormente egipcios y babilonios utilizaron la Geometria para resolver

problemas concretos, como volver a poner lindes a las tierras
después de las inundaciones del Nilo. Pero en Grecia se utilizé el
razonamiento ldgico para deducir las propiedades. Euclides
intentd recoger el conocimiento que existia y escribid Los
Elementos que consta de 13 libros o capitulos, de los que los seis
primeros tratan de Geometria Plana, y el dltimo de Geometria en
el espacio. En este libro define conceptos, tan dificiles de definir
como punto o recta, y enuncia los cinco axiomas (de Euclides) de
los que parte como verdades no demostrables, y a partir de ellos
demuestra el resto de las propiedades o teoremas. Estos axiomas
son:

1. Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une.

2. Cualquier segmento puede ser prolongado de forma
continua en una recta ilimitada.

3. Se puede trazar una circunferencia de centro en cualquier

Euclides

punto y radio cualquiera.
4. Todos los angulos rectos son iguales.
5. Dada una recta y un punto, se puede trazar una Unica recta paralela a la recta por dicho punto.
En este capitulo vamos a recordar cuestiones que ya conoces de Geometria en el plano, profundizando
en algunas de ellas, como en los criterios de semejanza de los tridngulos. De este modo vas a ser capaz
de resolver un buen nimero de problemas.
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1. LUGARES GEOMETRICOS

Muchas veces definimos una figura geométrica como los puntos del plano que cumplen una

determinada condicidn. Decimos entonces que es un lugar geométrico del plano.

P 1.1. La circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un
punto del mismo (el centro) es un valor determinado (el radio).

Todos los puntos de la circunferencia tienen una distancia igual al radio (r) del
centro (O).

1.2. Mediatriz de un segmento

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los extremos del mismo.

Un punto P de la mediatriz verifica que esta a la misma distancia de A que de B.
Cualquier otro punto que lo cumpla pertenece a la mediatriz.

La mediatriz es una recta perpendicular al segmento y pasa por el punto medio
del mismo.

1.3. Bisectriz de un angulo

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la bisectriz del angulo es el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan de las mismas.

Un punto P de la bisectriz verifica que esta a la misma distancia de las dos
rectas que forman el angulo. Cualquier otro punto que lo cumpla pertenece a
la bisectriz.

La bisectriz pasa por el vértice del angulo y divide a éste en dos angulos
iguales.

1. Un agricultor encuentra en su campo una bomba de la Guerra Civil. Las autoridades establecen una
distancia de seguridad de 50 metros. ¢ Como se debe acordonar la zona?

2. Un juego de dos participantes consiste en que se situan a una distancia de dos metros entre si y se
ponen varias banderas a la misma distancia de ambos. La primera a 5 metros, la segunda a 10 metros,
la tercera a 15 y asi sucesivamente. {Sobre qué linea imaginaria estarian situadas las banderas?

3. Cuando en una acampada se sientan alrededor del fuego lo hacen formando un circulo. ¢ Por qué?

4. Utiliza regla y compads para dibujar la bisectriz de un angulo y la mediatriz de un segmento.
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1.4. Rectas y puntos notables de un triangulo

Recuerda que:

En cualquier triangulo podemos encontrar sus mediatrices, bisectrices, alturas y medianas.

Mediatrices. Circuncentro.

Circuncentro O

*

MMediztriz
B
/

Las mediatrices se cortan en el circuncentro.

El circuncentro estd a la misma distancia de los
tres vértices. Es el centro de la circunferencia
circunscrita.

Alturas. Ortocentro.

Altura
H desde A
Al
desde C
/ Alturs desde B -Q___h
Qrtocentro H

Las alturas son las perpendiculares a un lado
trazadas desde el vértice opuesto. Se cortan en el
ortocentro.

Bisectrices. Incentro.

Incentro |

Bisectriz dgl

Bisectriz del
angula C

Las bisectrices se cortan en el Incentro.
El incentro esta a la misma distancia de los tres
lados. Es el centro de la circunferencia inscrita.

Medianas. Baricentro.

Baricentro M

Las medianas son las rectas que pasan por un
vértice y por el punto medio del lado opuesto.
Dividen al tridngulo en dos tridngulos de igual
area.

Se cortan en el baricentro. La distancia del mismo
a cada vértice es el doble de su distancia al punto
medio del lado opuesto correspondiente.

Si la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los extremos del
segmento, cada mediatriz de un tridngulo equidistard de dos de los vértices del tridngulo y es la
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mediatriz de uno de sus lados. Las tres mediatrices se cortan en un punto, el circuncentro, que, por
tanto, distard lo mismo de cada uno de los tres vértices del triangulo, y es el centro de una
circunferencia circunscrita al tridngulo, que pasa por sus tres vértices.

Si la bisectriz de un angulo equidista de los lados del dngulo, ahora cada una de las tres bisectrices de
un triangulo equidistara de dos de los lados del tridngulo. Las tres bisectrices se cortan en un punto, el
incentro, que, por tanto, equidista de los tres lados del tridngulo y es el centro de la circunferencia
inscrita al triangulo.

En cualquier tridngulo el circuncentro, ortocentro y baricentro estan sobre una misma linea recta, a la
gue se denomina Recta de Euler. Esta recta contiene otros puntos notables. El incentro estd en dicha
recta sélo si el triangulo es isésceles.

5. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de lados 7, 6 y 4 cm. Traza en él las circunferencias inscritas y
circunscritas.

6. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lado 8 cm y angulos adyacentes al mismo de 402 y 309.
Encuentra su ortocentro y su baricentro.

7. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo con un dngulo de 402 comprendido entre dos lados de 6 y 4 cm.
Obtén su circuncentro y su incentro.

8. ¢Qué pasa con las rectas y los puntos notables en un tridngulo equilatero?

9. Dibuja un tridngulo isdsceles con el angulo desigual de 402. Traza las rectas notables para el lado
desigual y para uno de los lados iguales. ¢ Qué pasa?

10. Una hormiga anda por una mediana de un tridngulo partiendo del vértice. Cuando llega al
baricentro ha recorrido 8 centimetros. ¢Qué distancia le falta para llegar al punto medio del lado
opuesto al vértice de donde partié?

11. Queremos situar una farola en una plaza triangular. ¢Dénde la pondriamos?

12. Tenemos un campo triangular sin vallar y queremos atar una cabra de forma que no salga del

primero su pedazo. ¢{COmo deberia cortar Yaiza la tarta?

campo pero que acceda al maximo de pasto posible. ¢Ddnde y ‘
pondriamos el poste?
13. A Yaiza y a su hermano Aitor les encanta la tarta. Su madre les ha L
hecho una triangular. Yaiza la tiene que cortar pero Aitor elegird
-

14. El ortocentro de un tridangulo rectangulo, ¢donde esta?

15. Comprueba que el circuncentro de un tridngulo rectangulo estd siempre en el punto medio de la
hipotenusa.

16. El baricentro es el centro de gravedad. Construye un tridngulo de cartulina y dibuja su baricentro. Si
pones el triangulo horizontalmente en el aire sélo sujetado por la punta de un lapiz en el baricentro
comprobaras que se sujeta.

17. Calcula el lado de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia de 10 cm de radio. [Ayuda:
Aplica que en este caso el circuncentro coincide con el baricentro y que éste ultimo esta al doble de
distancia del vértice que del lado opuesto.]
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1.5. Uso de Geogebra para el estudio de los puntos y rectas notables de un
triangulo

Se utiliza el programa Geogebra para determinar el circuncentro, el incentro y el baricentro de un
triangulo, estudiar sus propiedades y dibujar la recta de Euler.

Actividades resueltas

Una vez abierto el programa en la opcion del menu Visualiza, oculta Ejes y activa Cuadricula.

Circuncentro:
+ Dibuja las tres mediatrices de un tridngulo y determina su circuncentro.

e Define tres puntos A, D y E, observa que el programa los define
como A, B y C, utiliza el botéon derecho del ratén y la opcidn
Renombra para cambiar el nombre.

e Con la herramienta Poligono activada dibuja el triangulo que
tiene por vértices estos puntos. Observa que cada lado tiene la
misma letra que el angulo opuesto con minuscula.

e Con la herramienta Mediatriz dibuja las mediatrices de dos lados,
los segmentos ay d.

e Determina con Interseccion de dos objetos el punto comun de
estas rectas y con Renombra Illdmalo C. Dicho punto es el
circuncentro del tridngulo.

e Dibuja la Mediatriz del segmento e y observa que pasa por el punto C.

e Activa circunferencia por centro y punto que cruza para dibujar la circunferencia circunscrita al
triangulo.

e Utiliza el Puntero para desplazar los vértices A, D o E y comprobar que la circunferencia permanece
circunscrita al triangulo.

Ortocentro:

+ Dibuja las tres alturas de un tridngulo y determina su ortocentro.
e En el mismo tridngulo cambia el color de las mediatrices y la
circunferencia situandote con el ratdn sobre el trazo o sobre su
ecuaciéon y con el botén derecho elige en Propiedades, Color un
azul muy proéximo al blanco.
e Dibuja dos alturas con la herramienta Recta Perpendicular.
Observa que el programa te pide que el punto por el que vas a
trazarla y la recta o el segmento respecto al que es
perpendicular.
e Determina con Interseccion de dos objetos el ortocentro
como el punto de corte de las dos alturas y con Renombra
denominalo O.
e Dibuja la tercera altura y comprueba que pasa por el ortocentro, desplazando con el Puntero los
vértices del tridngulo.
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Incentro:
+ Dibuja las tres bisectrices de un tridngulo y determina su incentro.

e Cambia el color de las alturas como en la construcciéon
anterior, ahora con color rosa palido.

e Con la herramienta Bisectriz dibuja dos bisectrices.
Observa que para determinar la bisectriz de un dngulo es ~———
suficiente sefialar tres puntos que pueden ser los vértices del
triangulo en el orden adecuado.

e Determina el incentro con Interseccion de dos objetos
como el punto de corte de las dos bisectrices y con
Renombra denominalo /.

e Dibuja la tercera bisectriz y comprueba que siempre pasa
por el incentro, desplazando con el Puntero los vértices del tridngulo.

e Traza desde el punto / una Recta perpendicular a uno de los lados y
5 con Interseccion de dos objetos calcula el punto de corte entre esta
rectay el lado del triangulo y con Renombra lldamalo M.

e Activa Circunferencia por centro y punto que cruza para dibujar con
centro en I y radio el segmento IM la circunferencia inscrita al triangulo.

e Desplaza con el puntero los vértices del tridngulo para comprobar
gue la circunferencia permanece inscrita al triangulo.

Baricentro:

# Dibuja las tres medianas de un tridngulo y determina su \ 7/
baricentro. :

e Cambia el color de las bisectrices, del punto M y de Ia
circunferencia inscrita, con gris muy palido, como en las —
construcciones anteriores. '

e Con la herramienta Punto medio o centro calcula los puntos
medios de dos lados. Si el programa nombra alguno con la letra B,
utiliza Renombra para llamarlo H.

/

e Con la herramienta Segmento entre dos puntos dibuja dos
medianas y con Interseccion de dos objetos, su punto de corte, el baricentro, que llamaras B.

e Traza la tercera mediana y verifica que el baricentro pertenece a
este segmento desplazando con el Puntero los vértices del tridngulo.

e Activa Segmento entre dos puntos y determina los dos segmentos
determinados por el baricentro en una de las medianas.

e Activa Distancia para medir estos segmentos.

e Desplaza los vértices del tridngulo con el Puntero y observa la
relacion que existe entre las medidas realizadas.
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Recta de Euler
+ Dibuja la recta que pasa por el circuncentro y el ortocentro.

e Cambia el color de las medianas, de los puntos
medios de los lados y de los dos segmentos de la
mediana, con amarillo muy palido.

e Con la herramienta Recta que pasa por dos

puntos dibuja la recta de Euler que pasa por el
circuncentro y el ortocentro y utiliza Renombra
para llamarla Euler. Comprueba que el baricentro
pertenece a la recta de Euler y que el incentro no

siempre pertenece.

18. Repite las actividades resueltas con Geogebra. Modifica a tu gusto colores y lineas.
19. Mueve uno de los vértices originales del tridngulo e indica qué cosas permanecen invariantes.

20. Comprueba que se verifican las propiedades de circuncentro, como centro de la circunferencia
circunscrita, del incentro, como centro de la circunferencia inscrita.

21. En baricentro divide a la mediana en dos parte, siendo una dos tercios de la otra. Compruébalo.

22. Larecta de Euler pasa por el circuncentro, el baricentro y el ortocentro, y qué el incentro no siempre
pertenece a la recta de Euler. ¢Coémo debe ser el triangulo para que pertenezca?

23. Mueve los vértices del tridngulo para determinar si es posible que sus cuatro puntos notables
coincidan.
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2. SEMEJANZA

2.1. Figuras semejantes

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. Es muy util saber

7
»

reconocer la semejanza para poder estudiar una figura e inferir asi

d
A

propiedades de una figura semejante a ella que es mas grande o
inaccesible. La semejanza conserva los angulos y mantiene la

proporcion entre las distancias.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son proporcionales y sus angulos son iguales.

2.2. Triangulos semejantes. Criterios de semejanza.

Dos tridngulos son semejantes tienen todos los dngulos iguales y los lados proporcionales.

LT
I
olon
I

o> > B>
o > »

Para reconocer dos tridngulos semejantes no es necesario conocer todos los lados y angulos, es
suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de semejanza.

Dos tridngulos son semejantes si:
Primero: Tienen dos angulos iguales.
Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.
Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.

La demostracion se basa en los criterios de igualdad de tridngulos. Ya sabes que dos tridngulos son
iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres angulos iguales, pero no es necesario que se verifiqguen
esas seis igualdades para que lo sean. Basta por ejemplo que tengan un lado y dos angulos iguales. Asi,
se puede construir un tridngulo igual a uno de los dados en posicidn Tales con el segundo y deducir la
semejanza.

Ejemplo

x
70° A .
A A || A
AB0°_ 500N :
B € Aeo 50° pA—.
B 10 c ;
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24, Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un dngulo de 802 y otro de 402. Un dngulo de 802 y otro de 60¢.

b) Tridngulo isdsceles con dngulo desigual de 702. Tridngulo isdsceles con angulo igual de 509.
c)A=309,b=7cm,c=9cm.A’=309,b'=3,5cm, ¢’ =4,5cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=10cm, b’=12,5cm, ¢’=24,5cm

25. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:
a)a=9cm,b=6cm,c=12cm.a'=6cm,b'=4cm, éc"?
b)A=459, b=8cm,c=4cm.A’=459 b'=8cm, éa”?
26. Un triangulo tiene lados de 6 cm, 7 cm y 7 cm. Un triangulo semejante a él tiene un perimetro de
60 cm. ¢Cudnto miden sus lados?

2.3. Triangulos en posicion de Tales

Decimos que dos tridngulos estan en posicién de
Tales cuando dos de los lados de cada uno estdn
sobre las mismas rectas y los otros lados son
paralelos.

Bl

Los angulos son iguales. Uno porque es el mismo.

A=A’ A Los otros por estar formados por rectas paralelas.
¢ c Por lo tanto, por el primer criterio de semejanza de
tridngulos, los tridngulos son proporcionales y se

cumple:

A'B'_B'C'_AC

AB BC AC

A
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2.4. Teorema de Tales

El teorema de Tales establece una relaciéon entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
rectas paralelas.

En la segunda figura se puede apreciar cdmo se forman en este
caso tres triangulos semejantes y que por lo tanto se establece

que:
A'B'_B'C'_AC
AB  BC AC

Observacion: En este caso no relacionamos los segmentos AA’,
BB'y CC' que se forman sobre los lados paralelos.

27. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.

a) b)
24 cm

\

4 cm

acm 4cm

28. Un poste muy alto se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al suelo. La
distancia del anclaje de uno de los cables a la base del poste es 6 metros. Ponemos una barra de 120
centimetros de forma que estd perpendicular al suelo y justo toca el suelo y el cable. Su distancia al
anclaje del cable es 90 centimetros. Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

29. Maria mide 160 cm. Su sombra mide 90 cm. En ese mismo instante se mide la sombra de un
edificio y mide 7,2 m. ¢ Cuanto mide el edificio?

30. Calcula las longitudes que se indican:
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3. ANGULOS, LONGITUDES Y AREAS

3.1. Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

En un tridangulo rectdngulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

22,2
h™=c| +c,

cz ' Utilizando el teorema de Pitdgoras podemos obtener el valor de la hipotenusa
de un tridngulo rectdngulo si conocemos lo que miden los catetos:

h =./c] +¢c;, otambién podemos obtener el valor de un cateto a partir de los

cl valores de la hipotenusa y del otro cateto: ¢, = \/h? —¢;

Ejemplo:

#+ Si los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 10 cm y 24 c¢m, su hipotenusa vale 26 cm, ya
que:

h=+10% +24* =/100+576 =676 =26 cm.

Interpretacion del teorema de Pitagoras

Si dibujamos un cuadrado de lado la hipotenusa h de un tridngulo rectangulo, su area es h? (ver el
primer ejemplo de 1.1). Si dibujamos dos cuadrados de lados los catetos ¢, y ¢, de ese tridangulo

. . 2 2 o . . .
rectangulo, sus areas son C,, C,. Entonces el teorema de Pitagoras dice que el area del primer

cuadrado (cuadrado gris de la figura de la izquierda) es igual a la suma de las areas de los otros dos
(cuadrados azul claro y amarillo de la figura de la izquierda).

Existen mas de 367 demostraciones diferentes del Teorema de Pitagoras.

Una comprobacién grafica
consiste en dibujar dos cuadrados
iguales de lado la suma de los
catetos a y b (figuras del centro y
de la derecha). En uno se dibujan
los cuadrados de lado a y b, en
amarillo y azul en el dibujo. En el
otro el cuadrado de lado Ia
hipotenusa (en gris en el dibujo). I
Observa que quitando 4 triangulos _ | | _j
iguales al de partida nos queda
gue el cuadrado gris es igual a la
suma de los cuadrados amarillo y azul.

S, £

Por tanto:
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a’+b’=c?

31.
cm? Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos miden 5y 12 cm. Utiliza calculadora para resolver esta actividad si te resulta necesaria.

¢Es posible encontrar un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan 5y 12 cm y su hipotenusa 24

32. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridngulos rectangulos de catetos:
a)6cmy8cm
b)4my3m
c)8dmy15dm
d) 13,6 kmy 21,4 km.
33. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridngulos rectangulos de hipotenusa y
cateto:
a)26 cmy 10 cm
b)17my8m
c)37dmy35dm
d) 14,7 kmy 5,9 km
34. Calcula el lado del cuadrado de la figura del margen:
35. Calcula el area de un triangulo equiladtero de lado 9 m. 5cm
36. Calcula el area de un hexagono regular de lado 2 cm. 5cm
37. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 dm. £ cm
38. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 3 m.
39. Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 15 cm y
altura 8 cm.
40. Una porteria de futbol mide 7,32 m de ancho por 2,44 m de alto. El punto de penalti esta a 10

metros. Calcula la distancia que recorre el baldn en:

a) Un tiro directo a la base del poste.

b) Un tiro directo a la escuadra.

41. Demuestra que el didmetro de un cuadrado de lado xes d = V2x .
. [ 3
42. Demuestra que la altura de un triangulo equildtero de ladoxes d =—x.
2
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. 32 B ESO. Capitulo 7: Geometria del plano Autor: Pedro Luis Suberviola

LibrosMareaVerde.tk G) Revisor: Alberto de la Torre
J_ —

www.apuntesmareaverde.org.es

llustraciones: Banco de imdgenes INTEF y Pedro Luis Suberviola




3.2. Suma de angulos de un poligono

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 1809 - n.

p-

La suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es (n —2)-18089.

A+B+C=180°

P o TS, g

L4

Para comprobarlo basta con trazar las diagonales de un poligono desde un vértice y lo habremos
dividido en triangulos.

-

0

Por lo tanto:
Poligono Suma de angulos Poligono Suma de angulos
Triangulo 1809 Cuadrilatero 1809 - 2 = 3602
Pentagono 1802 - 3 = 5402 Hexagono 1809 - 4 = 7209

Si el poligono de n lados es regular, todos los dngulos interiores son iguales y para calcular el valor de su
angulo interior se divide entre n la suma de los angulos interiores.

Ejemplo:
4+ En un pentdgono la suma de los dngulos centrales es 180 - 3 = 5409,

540°

Por lo tanto el dngulo interior: B= =108°

O

)

. . . s _ 360°
A También es muy comun calcular el angulo central: B= s =72°

43. Calcula los angulos central e interior del tridngulo equildtero, cuadrado, pentagono regular,
hexdgono regular y enedgono regular.

44. Justifica que un hexagono regular se puede descomponer en 6 triangulos equilateros.
45, Dos dngulos de un tridngulo isdsceles miden 362 y 722, écuanto puede medir el dngulo que falta?
46. Dos angulos de un trapecio isdsceles miden 1082 y 729, écuanto miden los dngulos que faltan?

47. ¢Cuanto mide la suma de los dngulos interiores de un decagono irregular?

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. 32 B ESO. Capitulo 7: Geometria del plano Autor: Pedro Luis Suberviola
LibrosMareaVerde.tk P Revisor: Alberto de la Torre

www.apuntesmareaverde.org.es \ (') llustraciones: Banco de imdgenes INTEF y Pedro Luis Suberviola




3.3. Longitudes y areas de figuras poligonales

Recuerda que:

Cuadrado Rectangulo Romboide
| h
b b
Perimetro: P =4/Area:A=?| P=2b+2h A=b-h P=2b+2a A=b-h
Tridngulo Trapecio Rombo AU ORI ET C S0
lados

]

1

I

b !

1

I

d T |

1

1

i

B 1

1

1

1

P=a+b+c Azb—.h P=a+B+b+c A=—B;b-h AszD P=n-| A=?

48. Calcula el area y el perimetro de un trapecio isdsceles de bases 50 cmy 26 cm y altura 5 cm.
49. Calcula el area y perimetro de un trapecio rectangulo de bases 100 cm y 64 cm, y de altura 77 cm.

50. Calcula el area y el perimetro de un trapecio isdsceles de bases 100 cm y 60 cm y lados laterales
29 cm.

51. Utiliza el teorema de Tales para determinar el drea y el perimetro de la zona sombreada de la
figura.

52. Teniendo en cuenta que un hexagono regular se puede dividir en seis triangulos equildteros
(cuya altura es el apotema del hexagono regular), calcula el drea de un hexagono regular de 5 cm de
lado.

53. Queremos cubrir el plano con poligonos regulares de 100 cm?. Las Unicas opciones posibles son
el triangulo equildtero, el cuadrado y el hexagono. Calcula cudl de estas tres figuras tiene menor
perimetro. ¢Qué animal aplica este resultado? [Utiliza la relacién entre lado y altura de un triangulo
equilatero obtenida anteriormente]
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3.4. Angulos de la circunferencia
En una circunferencia tienen especial importancia los dngulos centrales (tienen su vértice en el centro
de la circunferencia) y los angulos inscritos (tienen su vértice en un punto de la circunferencia).

Angulo central Angulo inscrito A

2

B=

Se verifica ademds que un angulo inscrito mide la mitad que un dngulo central que abarca el mismo
arco de circunferencia.

Demostracion de la propiedad

~
~

~_
~—

)
-

Debemos comprobar que el Vamos a estudiar el cuadrildtero)BO y OD son radios de la

dngulo B eslamitadde A. BCOD vy aplicar en el ultimo paso| circunferencia. Por lo tanto BDO
. que sus angulos suman 3602. es isoOsceles y B, y B son
2B=A iguales.

' 3 A Ademds el angulo O dell sz ./~ Al A
Lo mismopara B, y C 93 ‘ g B+(C+D)+ O =3600.
A cuadrildtero mide 3602 — A . A o 7 o B _ A
Entonces C+D = B, +B, = B+(B)+3602 —A=3602.2B=A
B
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54. Tales observé que en cualquier triangulo rectangulo el circuncentro siempre estaba en el punto
medio de la hipotenusa. Observa la figura y razona la afirmacion.

55. Un angulo inscrito en la circunferencia que abarca un
diametro es un angulo recto. ¢ Por qué? Razona la respuesta.

56. ¢En qué posiciones tiene un futbolista el mismo angulo de
tiro que desde el punto de penalti?

57. Otra demostracion. Intenta comprenderla.

Trazamos un angulo inscrito en la circunferencia CAB que tenga

un lado que pase por el centro
O de la circunferencia.
Trazamos su central COB. El
triangulo OAC es isésceles pues
dos de sus lados son radios de la circunferencia. Trazamos por O una
recta paralela a AC. El angulo CAO es igual al angulo DOB pues
tienen sus lados paralelos. El angulo ACO es igual al angulo COD por
alternos internos entre paralelas, y es igual al angulo CAO por ser el
triangulo isdsceles. Por tanto el central mide el doble que el dngulo
inscrito.
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3.5. Longitudes y areas de figuras circulares
Ya sabes que:

El nimero mt se define como el cociente entre la longitud de la circunferencia y su didmetro.
1t = Longitud de la circunferencia / Didmetro

Ya sabes que es un nimero irracional, con infinitas cifras decimales no peridédicas. Una aproximacién de
n es 3,14, otra 3,1416, y otra 3,141592. Desde la antigiedad mas lejana hasta hoy en dia los
matematicos siguen investigando sobre él.

Si una circunferencia tiene un radio r, entonces su didmetro mide 2r, y su longitud, por la definicion de
M, mide 2-1t-r.

Longitud de la circunferencia = 2-mt-r.

Para calcular la longitud de un arco de circunferencia que abarca un angulo de o grados, debemos
tener en cuenta que la circunferencia completa abarca un dangulo de 360 2. Por tanto:

L =2-mt-r-a/360.
El area del circulo es igual al producto del nimero 1 por el cuadrado del radio.
A=rUr
El area de una corona circular es igual al area del circulo mayor menos el area del circulo menor.
A=m-R>—m-r’*=m(R*>-r?
El area de un sector circular que abarca un angulo de n grados es igual a:
A =1t-r>-n/360.

Para hallar el area del segmento circular restamos al area del sector circular el area del triangulo.

En resumen
Longitud de la circunferencia Area del circulo Area de la corona circular
L=2-1-r A=m-r A=n-R’—m-r’=m-(R*-r?)
1t es la razén entre el la longitud de una circunferencia y su didmetro.
Es un nimero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas.
Una aproximacion de m es 3,14, otra 3,1416 y otra 3,141592
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Longitud del arco de circunferencia Area del sector circular Area del trapecio circular

n%2-m-r A_n‘-’-rc-r2 A_n‘-’-n-(RZ—rz)
3602 360° 3602

Actividades resueltas

+

+

La circunferencia de radio 5 cm tiene una longitud L = 2:1t-r =
2-t:5=10-t~ 31,416.

Las ruedas de un carro miden 60 cm de didmetro, y tienen 16
radios. La longitud del arco entre cada radio es:

L=2-1tr-a/360 = 60-1/16 ~ 11,78 cm.

El drea de un circulo de radio 8 cm es A = 64 1t~ 201,06 cm?. Y el de un circulo de 10 cm de radio
es A=m~ 314,16 cm?.

El drea de un circulo de didmetro 10 m es A = 25nt ~ 78,54 m>.

El area de la corona circular formada por las circunferencias concéntricas de radios9 cmy 5 cm
esigual a: A =m:(R? - r?) =m-(9? — 52) = +(81 — 25) =1-56 ~ 175,93 cm?.

Para hallar el area del sector circular de radio 10 m que abarca un angulo de 909, calculamos el
area del circulo completo: m:10? = 100 nit, y hallamos la proporcién:

As = 100m-90/360 = 251 ~ 78,54 m?.

Para hallar el area del segmento circular, restamos al area anterior el area del tridngulo
rectdngulo de base 10 my altura 10 m, At = 10-10/2 = 50 m?. Luego el drea del segmento es:

A=As—Ar=78,54—-50= 28,54 m?.
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58. Las circunferencias de tamafno real de la ilustracidn del margen tienen
como radio, la menor 1 cm, la siguiente, un poco mds oscura 2 cm, la
clara siguiente 3 c¢cm, y asi, aumenta un centimetro. Calcula las
longitudes de las 10 primeras circunferencias.

59. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio 6.379 km. ¢ Cuanto mide el Ecuador?

60. Antiguamente se definia un metro como: “la diez millonésima parte del cuadrante del meridiano
terrestre que pasa por Paris”. Segun esta definicidn, écuanto mide (en metros) el diametro terrestre?

61. Un faro gira describiendo un arco de 1702. A una distancia de 5 km, écual es la longitud del arco de
circunferencia en el que se ve la luz?

62. Determina el lado del triangulo equilatero de la figura construido usando arcos de circunferencia de
10 cm de radio.

63. Calcula el drea encerrada por una circunferencia de radio 9 cm.

64. Calcula el area de la corona circular de radios 12y 5

cm.

65. Calcula el area del sector circular y del segmento
circular de radio 6 cm y que forma un angulo de 609.

66. Calcula el area del sector de corona circular de
radios 25 cm y 18 cm y que forma un dngulo de 609.

67. Calcula el area encerrada entre estos circulos de
5 ¢cm de radio.

68. Queremos construir una rotonda para una carretera
de 9 metros de ancho de forma que el circulo interior de la
rotonda tenga el mismo area que la corona circular que
forma la carretera. ¢ Qué radio debe tener la rotonda?

69. Una figura tipica de la arquitectura gética se dibuja a partir de un
triangulo equildtero trazando arcos de circunferencia con centro en cada
uno de sus vértices y que pasan por los dos vértices restantes. Calcula el
area de una de estas figuras si se construye a partir de un triangulo

equildtero de 2 metros de lado.

70. Calcula el area y el perimetro de la figura

formada por un tridangulo equilatero de 8 cm de \\_/)

lado sobre el que se construye un sector circular.
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71.

72.

Hay 5 circunferencias inscritas en una circunferencia de 12 cm de radio
tal como indica la figura. ¢ Cuanto vale el area sombreada?

Un queso cilindrico tiene una base circular de 14 cm de didmetro y una
etiqueta circular de 8 cm de didmetro. Se corta una cufia de 702. ¢ Qué area

o~ ficg

QU‘ESO

Jem

2em

Todo lo que hemos visto en este capitulo, excepto el enunciado del teorema

tiene el trozo de etiqueta cortada?

73. De un queso de 18 cm de didmetro
cortamos una cuifa de 509. La etiqueta tiene
7 cm de radio. ¢ Qué area del queso esta visible?

74. A partir de un tridangulo rectangulo isésceles
de 3 cm de cateto construimos un sector circular.
Calcula el area de la figura.

75. En dos rectas que forman 602 se inscriben
dos circunferencias tangentes entre si. La primera
tiene el centro a 2 centimetros del vértice y el

radio de 1 centimetro. La segunda tiene de radio 3 centimetros. ¢Cuanto

vale el 4rea sombreada?

76. Trazamos tres arcos circulares desde tres
vértices de un hexagono de 5 cm de lado. Calcula
el drea vy el perimetro de la figura.

de Tales y la semejanza de tridngulos ya lo conocias. Lo estudiaste en primero de ESO. Alli se vio con
detenimiento. Si no lo recuerdas y necesitas mas explicaciones o problemas puedes verlo en el capitulo
8: Figuras Planas, de Primero de ESO, pagina 184, y en el capitulo 9: Longitudes y areas, de primero de
ESO, pdgina 216.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Algo de historia de la Geometria

[ ) L , \ En el papiro de Moscu aparece el
Se conjetura que el inicio de la Geometria puede s
volumen de una pirdmide cuadrada

ser anterior a egipcios y babilonios, pero como no
existe informacién escrita, es imposible afirmarlo.

Herodoto opinaba que se habia originado en
Egipto por la necesidad de rehacer los lindes de las
\:cierras después de las inundaciones del Nilo.

En Mesopotamia se conocia mucha Geometria. En la tablilla
Plimpton, que no se conserva entera, se pueden identificar con
dificultad ternas pitagdricas (muy anteriores a Pitdgoras).

La terna pitagorica mas conocida es 3,4y
5. Se hacian nudos a esas distancias y asi

se construian triangulos rectangulos.
y

En otras tablillas babildnicas, las de Susa,
aparecen las areas de los poligonos y las
relaciones entre ellas.

/Aunque podemos conocer muy poco de Tales y de Pitagoras, pues no ha\
guedado ninguna obra escrita por ellos, se acepta que fueron grandes
matematicos y gedmetras.

Ambos viajaron a los centros del saber, Egipto y Babilonia. Ya hemos visto
gue ya se conocia lo llamamos teorema de Tales o de Pitdgoras. Su
importancia esta en la forma de pensar, en utilizar el razonamiento
\deductivo para obtener los resultados matematicos. / B

El pentdgono, y la estrella pitagérica, que obtienes trazando las
diagonales del pentagono, tienen grandes propiedades relacionadas
con el numero de oro, élo recuerdas? La escuela tomd a la estrella
como emblema.

J
-
Teano, la mujer de Pitagoras, dirigio la Escuela Pitagérica a la muerte de
éste.

Consta de 13 libros siendo los seis
Euclides de Alejandria es el autor de los Elementos, primeros de Geometria plana, y el dltimo
donde destaca la forma de exponer el fundamento de sobre cuerpos. Con definiciones y

la Matematica con un orden légico postulados construye el saber.
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RESUMEN

Ejemplos

Lugares
geométricos

Circunferencia es el lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan del centro.

Mediatriz de un segmento es el lugar geométrico
de los puntos del plano que equidistan de los
extremos del mismo.

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la
bisectriz del angulo es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de las mismas.

Rectas y puntos
notables de un

Mediatrices y circuncentro

Bisectrices e incentro

triangulo
& Alturas y ortocentro
Medianas y baricentro
Semejanza Dos figuras semejantes tienen la misma forma.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son
proporcionales y sus angulos son iguales.

Criterios de
semejanza de
triangulos

Dos tridngulos son semejantes si: 1) Tienen 2
angulos iguales. 2) Tienen los 3 lados
proporcionales. 3) Tienen dos lados proporcionales
y el dngulo que forman es igual

Teorema de Tales

Establece una relacion entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son
cortadas por varias rectas paralelas:

a'_b'_a'+b’

a b a+b
Teorema de En un tridngulo rectangulo, la hipotenusa al
Pitagoras cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los )
catetos: =
h2=c2 +c? -
h=+3?+4% =425=5 cm.
Suma de los La suma de los angulos interiores de un tridngulo es

angulos de un
poligono

180-n.

A A/}\,/_%‘ ReBedzinor
L e
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Lugares geomeétricos

1. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lados 2 cm, 3 cm y 4 cm. Traza en él, utilizando regla y
compas, las mediatrices y bisectrices. Determina el circuncentro y el incentro. Traza las
circunferencias inscritas y circunscritas.

2. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de lado 5 cm y angulos adyacentes al mismo de 302 y 502. Traza
en él, utilizando regla y compas, las medianas y las alturas. Determina su ortocentro y su baricentro.

3. Dibuja en tu cuaderno un tridangulo con un angulo de 502 comprendido entre dos lados de 5y 8 cm.
Obtén su circuncentro y su incentro.

4. ¢Como son las rectas y puntos notables de un triangulo rectangulo?

5. ¢Coémo son las rectas y puntos notables de un tridngulo isésceles?

Semejanza

6. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un angulo de 702 y otro de 202. Un angulo de 902 y otro de 20°.

b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 802. Tridngulo isdsceles con un angulo igual de 509.
c)A=409,b=8cm,c=10cm.A’=409, b’=4cm,c’ =5cm
da=3cm,b=4cm,c=6cm.a’=9cm, b’=12cm,c’=19cm

7. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:

a)a=15cm,b=9cm,c=12cm.a'=10cm, b'=4cm, éc?
b)A=509, b=6cm,c=4cm.A’=509, b'=18 cm, éc?

8. Las longitudes de los lados de un tridangulo son 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 90 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?

9. Dibuja en tu cuaderno un pentdgono regular. Traza sus diagonales. El triangulo formado por un lado

del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto se denomina tridngulo aureo, pues al dividir
el lado mayor entre el menor se obtiene el niumero de oro, icuanto miden sus angulos? Busca en la
figura que has trazado otros triangulos aureos. ¢ Cual es la relacion de proporcionalidad?

10. ¢ Cuanto es la suma de los angulos interiores de un rombo?

11. La sombra de un edificio mide 15 m, y la del primer piso 2 m. Sabemos que la altura de ese primer

piso es de 3 m, écuanto mide el edificio?
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12. En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que

aparece dibujado un triangulo rectangulo ABC, de lados a =
60, b = 45 y c= 75, subdividido en 4 tridngulos rectdngulos
menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba calcula la longitud
del lado AD como 27. ¢Ha utilizado la semejanza de
triangulos? ¢ COmo se podria calcular? ¢Qué datos necesitas?
Calcula el area del triangulo ABC y del triangulo ACD.

Determina la longitud de los segmentos CD, DE y EF.

13. Demuestra que en dos tridngulos semejantes las medianas son proporcionales.

14. Un tridngulo rectangulo isdsceles tiene un cateto de longitud 7 cm, igual a la hipotenusa de otro

tridngulo semejante al primero. ¢ Cuanto valen las dreas de ambos tridngulos?

15. El mapa a escala 1:3000000 de un pueblo tiene un drea de 2500 cm?, écudnto mide la superficie

verdadera de dicho pueblo?

16. Uniendo los puntos medios de los lados de un tridngulo se obtiene otro tridngulo. ¢Cémo son? {Qué

relacion hay entre sus perimetros? ¢Y entre sus areas?

17. La altura y la base de un tridangulo rectangulo miden respectivamente 4 y 7 cm; y es semejante a

otro de base 26 cm. Calcula la altura del nuevo triangulo y las areas de ambos.

Angulos, longitudes y areas

18. Construye un tridngulo conociendo la altura sobre el lado a, el lado a y el c.

19. Calcula la longitud del lado de un octégono regular inscrito en una circunferencia de radio 5 cm.
20. Calcula la apotema de un hexagono regular lado 7 cm.

21. Calcula el area de un circulo cuya circunferencia mide 50 cm.

22. Calcula la longitud de una circunferencia cuya circulo tiene una superficie de mide 50 cm?.

23. La Tierra da una vuelta cada 24 horas, ¢{a qué velocidad se mueve un punto del Ecuador?

24. i Qué relacion hay entre las areas un triangulo inscrito en un circulo y la del circulo?

25. Los griegos conocian las dos siguientes posibles formas de construir un tridngulo rectangulo con sus
tres lados de longitud un ndmero natural, sin mas que dar valores a n. Comprueba si se verifican
paran=1, 2, ... a) Catetos: 2ny n?> — 1, hipotenusa: n?> + 1. b) Catetos: 2n + 1y 2n? + 2n, hipotenusa:

2n?+2n+1.

26. Al aumentar en 3 cm el lado de un cuadrado su drea aumenta 32 cm?éCudnto mide el lado de

dichos cuadrados?

27. Se quiere cubrir un terreno circular de 25 m de didmetro con gravilla, echando 10 kg por cada metro

cuadrado. ¢Cudnta gravilla se necesita?
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28. Una escalera de 4 m de longitud esta apoyada sobre una pared. El pie de la escalera dista 1,5 m de
la pared. ¢Qué altura alcanza la escalera sobre la pared?

29. Calcula el drea de la circunferencia circunscrita a un rectangulo de lados 7 y 9 cm.

30. Calcula el drea de un hexagono regular de 3 cm de lado. Prolonga los lados del hexagono y dibuja un
hexagono estrellado. Calcula su area.

31. La sefal de trafico de STOP tiene forma de octégono regular. Su altura mide 90 cm, y su lado 37 cm,
¢cuanto mide su superficie?

32. Calcula el drea de un tridangulo equilatero de lado 10 cm.

33. Calcula el drea de un hexagono regular de perimetro 60 cm.

34. Calcula el drea de un trapecio isdsceles de base menor 5 cm, lado 3 cm y altura 4 cm.
35. Calcula el drea de un trapecio isdsceles de bases 8 y 6 cm y lado 3 cm.

36. Calcula el drea y el perimetro de un rectangulo de lado 4 cm y diagonal 7 cm.

37. Calcula el drea y el perimetro de un cuadrado de diagonal 9 cm.

38. Calcula el drea y el perimetro de un tridngulo isdsceles de base 8 cm y altura 6 cm.
39. Un triangulo mide de altura my de base it + 1. ¢Es rectangulo?

40. Dibuja un triangulo rectangulo isdsceles de catetos de longitud 1, ¢cuanto mide la hipotenusa?
Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto igual a 1 dibuja un nuevo triangulo
rectangulo. ¢ Cuanto mide la nueva hipotenusa? Continla el proceso 4 veces, ¢cuanto mide la ultima
hipotenusa?

41. Dibuja un tridngulo rectangulo de catetos de longitud 1 y 2 cm, écudanto mide la hipotenusa?
Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto de longitud 1 cm dibuja un nuevo
triangulo rectangulo. {Cuanto mide la nueva hipotenusa? Continua el proceso 3 veces, écudnto
mide la dltima hipotenusa?

42. Calcula la altura de una piramide regular cuadrangular de lado de la base 10 m y de arista 15 m.
43. Calcula la generatriz de un cono de radio de la base 5 m y de altura 7 m.

44. Dos ascetas hindues viven en lo alto de un acantilado de 10 m de altura cuyo pié estd a 200 metros
del pueblo mas cercano. Uno de los ascetas baja del acantilado y va al pueblo. El otro, que es mago,
asciende una distancia x y viaja volando en linea recta al pueblo. Ambos recorren la misma
distancia. ¢ Cuanto ha ascendido el mago?

45. ¢ Cuanto mide la arista de la base de la piramide de Keops si mide 138 m de alturay 227 m de arista?
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AUTOEVALUACION

1. Todos los puntos que estan a la misma distancia de dos puntos dados estan en:

a) una bisectriz b) una circunferencia c) una elipse d) una mediatriz
2. Las tres medianas de un tridngulo se cortan en el:

a) ortocentro b) baricentro c) incentro d) circuncentro
3. El circuncentro es el centro de:

a) gravedad del tridngulo b) la circunferencia inscrita c) la circunferencia circunscrita
4. Dos triangulos son semejantes si:

a) tienen dos angulos iguales b) tienen dos lados proporcionales

c) tienen un angulo igual d) sus dreas son semejantes
5. Sabemos que los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes. Calcula el valor de a’ y ¢’ para que lo

sean, sabiendoquea=10cm,b=6cm, b’=3cm,c=8 cm:
a)a’=4cmyc’=6cm b)a’=5cmyc’=6cm
cJa’=4cmyc’=4cm d)a’=5cmyc’=4cm

6. Si la hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 7 cm y un cateto mide 3 cm, entonces el otro
cateto mide aproximadamente:

a)6,3cm b)5cm c)5,8cm d) 6,9 cm
7. La suma de los dngulos interiores de un poligono irregular de diez lados vale:
a) 14409 b) 16202 c) 18002 d) 12602
8. El drea de un rombo de lado 5 cm y una diagonal de 8 cmm mide:
a) 48 cm? b) 36,7 cm? c) 24 cm? d) 21,2 cm?
9. El dngulo central del inscrito en la circunferencia que abarca un dngulo de 722 mide:
a) 7202 b) 1082 c) 362 d) 1442

10. Lalongitud de la circunferencia y el area del circulo de radio 3 cm son respectivamente:

a)értcmy9ncm?  b)9mcmy 6m cm? c)3necmy3ncm?  d)18cmy 27 cm?
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